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ABSTRACT 
 
Riemann Integral is integral concept using the sum of lower Riemann and upper Riemann. 
The sufficient condition for the function sequence which is R-integralable at  ,a b  is the 
limit function also R-integralable at  ,a b . If function sequence  nf  convergence to f  at 
 ,a b  and nf  R-integralable for every n, then the sufficient condition that function f also 
R-integralable at  ,a b  is  nf  uniform convergence to f at  ,a b . This research studies 
about sum convergence theorems in Riemann Integral. 
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PENDAHULUAN 
 
Sekitar tahun 1670, Kalkulus berhasil ditemukan dan 
tokoh-tokoh matematika yang berperan dalam penemuan 
Kalkulus adalah Newton dan Leibniz. Kedua tokoh ini 
berhasil mengembangkan teorema fundamental, yaitu 
mengenai anti derivatif. Kemudian A. Cauchy (1789-
1857) mulai mengembangkan teori tersebut, dan berhasil 
meneliti tentang integral dari fungsi kontinu. 
Pada tahun 1584, Benhard Riemann mulai 
memperhalus definisi yang digunakan oleh Cauchy, dan 
Riemann pun mengadakan penelitian tentang integral 
fungsi diskontinu. Dari penelitian tersebut Riemann 
berhasil menemukan suatu metode khusus dari integral 
yang sangat simpel untuk didefinisikan, sehingga metode 
integral itu disebut Integral Riemann. 
 
 
TINJAUAN PUSTAKA 
 
Pada tahun 1875 Darboux berhasil memodifikasi 
Integral Riemann  dengan mendefinisikan integral atas 
dan integral bawah sehingga terdefinisi suatu integral 
baru yang ekuivalen dengan Integral Riemann. Meskipun 
ada beberapa jenis teori integral tetapi Riemann-lah yang 
banyak memberi inspirasi pembentukan integral lain dan 
sudah banyak pemakaiannya di bidang matematika 
maupun di bidang lainnya. Namun dalam teori integral 
ada beberapa fungsi yang tidak terintegral Riemann  pada 
selang-selang tertentu. Namun pada dasarnya suatu fungsi 
dikatakan terintegral Riemann maka fungsi tersebut harus 
memenuhi beberapa syarat diantaranya kekontinuan dan 
kekonvergenan pada fungsi tersebut.  
 
 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
 
Teorema Kekonvergenan pada Integral Riemann 
(Integral-R) 
Di dalam bagian ini akan dibicarakan syarat cukup 
agar barisan fungsi yang terintegral-R pada  ,a b , fungsi 
limitnya terintegral-R pada  ,a b . Contoh di bawah ini 
menunjukan bahwa ada fungsi limit suatu barisan fungsi 
yang terintegral-R pada  ,a b  tak terintegral-R pada 
 ,a b . 
 
Contoh 1. 
Banyaknya anggota Q, himpunan semua bilangan 
rasional, terhitung dan oleh karena itu dapat ditulis  
 
Diketahui fungsi dibawah ini ; 
   1 2 3 10,1 , , ,...  dengan ,  1,2,...i iQ r r r r r i   
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Untuk n yang cukup besar diperoleh 
 
Mudah dipahami bahwa barisan fungsi  konvergen 
ke f pada [0,1] dan untuk setiap n fungsi terintegral-R 
pada [0,1], sebab  terbatas dan kontinu kecuali di 
titik-titik yang diskontinu, fungsi f tersebut di atas tidak 
terintegral- R  pada [0,1]. 
Berdasarkan contoh di atas, jika diketahui barisan 
fungsi  konvergen ke f  pada  ,a b   dan  
terintegral- R  pada  ,a b  untuk setiap n, maka dapat 
dipelajari syarat cukup agar fungsi f juga terintegral- R  
pada  ,a b . Teorema di bawah ini memperlihatkan salah 
satu syarat cukup agar fungsi limit suatu barisan fungsi 
yang terintegral- R  pada  ,a b  juga terintegral- R  pada 
 ,a b . 
 
Teorema 1. 
Diketahui fungsi  terintegral-R pada  ,a b  untuk 
setiap n dan  konvergen ke f pada  ,a b . Syarat 
cukup agar fungsi f terintegral-R pada  ,a b  dan 
            
adalah  konvergen seragam ke f pada  ,a b   
Bukti 
Diambil bilangan  sebarang. Karena  
konvergen seragam ke f  pada  ,a b  maka terdapat 
bilangan asli  yang tak tergantung pada , 
sehingga berlaku 
 
Untuk setiap  dan . Karena  
terintegral-R pada  ,a b  berdasarkan kriteria Cauchy, 
maka terdapat bilangan  sehingga untuk setiap 
dua partisi  dengan  
berlaku 
 
dan 
 
Diambil bilangan asli n tetap asalkan . Diperoleh
 
Untuk setiap partisi  pada  ,a b  dengan 
 dan . Dengan kata lain 
terbukti f  terintegral-R pada  ,a b . 
 Selanjutnya karena telah terbukti f terintegral-R 
pada  ,a b  maka terdapat bilangan  sehingga 
untuk setiap partisi P pada  ,a b  dengan  
berlaku: 
 
Untuk n di atas pilih . Jika P partisi pada 
 ,a b  dengan  diperoleh: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dengan kata lain 
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Definisi 1 
Barisan fungsi dikatakan terintegral serempak-R 
pada , jika untuk setiap bilangan  terdapat 
bilangan  yang tak bergantung kepada n sehingga 
untuk setiap P partisi pada  ,a b  dengan  
berlaku: 
 
untuk setiap n. 
Berikut ini rumusan syarat cukup yang lain agar  fungsi 
limit suatu barisan fungsi yang terintegral-R pada  ,a b  
juga terintegral serempak- R  pada  ,a b . 
 
Teorema 2 
Diketahui  terintegral-R pada  ,a b  untuk setiap n 
dan  konvergen ke f pada  ,a b . Syarat cukup agar f 
terintegral-R pada  ,a b  dan  
adalah  terintegral serempak-R pada  ,a b . 
Bukti 
Diambil bilangan  sebarang. Karena  
terintegral serempak- R  pada  ,a b  maka terdapat 
bilangan  yang tak bergantung kepada n sehingga 
berlaku: 
 
Untuk setiap n dan untuk setiap  partisi pada  ,a b  
dengan . Jika  sebarang partisi pada  ,a b
dengan  diperoleh: 
 
Karena  konvergen ke f pada  ,a b maka untuk 
setiap  terdapat bilangan asli  sehingga 
berlaku: 
 untuk setiap .  
Diambil sebarang dua partisi  pada  ,a b  
dengan . Dipilih titik  partisi  
yang merupakan titik tengah selang  pada 
. Karena banyaknya titik-titik  pada  
berhingga maka banyaknya bilangan  yang 
bersesuaian dengan kekonvergenan barisan fungsi  
ke fungsi f pada  ,a b  juga berhingga. 
Dipilih . 
Selanjutnya diperoleh: 
 
 
kriteria Cauchy f terintegral- R  pada  ,a b  .  
 
Teorema Kekonvergenan pada Integral Riemann 
Kontinu Lengkap (Integral-R
*
) 
Di dalam bagian ini akan dibicarakan syarat cukup 
agar fungsi limit suatu barisan fungsi yang terintegral- *R  
pada  ba,  juga terintegral- *R  pada  ba, . 
Teorema di bawah ini memperlihatkan salah satu syarat 
cukup agar fungsi limit suatu barisan fungsi yang 
terintgral- R   pada  ba,  juga terintegral- R  pada  ba, . 
 
Teorema 3 ( Teorema Kekonvergenan Seragam) 
Diketahui fungsi nf  terintegral- *R pada  ba,  
untuk setiap n dan  nf  konvergen ke f hampir diamana-
mana pada  ba, . Syarat cukup agar fungsi f terintegral 
pada  ba,  dan    
0
* *
lim
n
b b
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nR f R f

   adalah  nf  
konvergen seragam ke f pada  ba, . 
Bukti 
Diambil bilangan 0  sebarang. Karena  nf  
konvergen seragam di f pada  ba,  maka terdapat 
bilangan asli N  yang tak bergantung pada  ba, , 
sehingga berlaku  
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Untuk setiap Nn   dan  ba, . Karena nf  
terintegral- R
* 
pada  ba, , berdasarkan Kriteria Cauchy 
terdapat fungsi positif   Rban ,:  sehingga untuk 
setiap dua partisi- n  P1 dan P2 pada  ba,  berlaku  
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Diambil bilangan asli n tetap asalkan Nn  . Diperoleh  
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Untuk setiap dua partisi- n  P1 dan P2 pada  ba,  dengan 
n  . Dengan kata lain terbukti f terintegral-R pada 
 ba, . 
Selanjutnya karena telah terbukti f  terintegral-R pada 
 ba,  maka terdapat fungsi positif   Rba ,:  
sehingga setiap P partisi-  pada  ba,  berlaku 
    
3
1

  

b
a P
uvffR  
Untuk n di atas pilih        ,min1   untuk 
setiap  ba, . Jika P partisi- 1  pada  ba,  
diperoleh  
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Dengan kata lain    


 
b
a
n
n
b
a
fRfR lim                ■ 
Berikut ini rumusan cukup yang lain agar fungsi f  
terintegral-
R  pada  ba, , jika diketahui barisan fungsi 
 nf  konvergen ke f pada  ba,  dan nf  terintegral-
R  
pada  ba,  untuk setiap n.  
 
Definisi 2 
Barisan fungsi  nf  terintegral serempak-
R  pada 
 ba, , jika untuk setiap bilangan 0  terdapat fungsi 
positif   pada  ba,  yang tak tergantung kepada n 
sehingga berlaku  
  
        

b
a
n
P
n fRuvf  
Untuk setiap n dan untuk setiap partisi-  pada  ba,  
 
Teorema 3.4 (Teorema Kekonvergenan serempak-R
*
) 
Diketahui  terintegral-
R pada  ba, untuk setiap n 
dan  nf  konvergen ke f pada  ba, . Syarat cukup agar 
f terintegral-
R pada  ba,  dan  
     
b
a
n
n
b
a
fRfR *
0
* lim  adalah  nf  terintegral 
serempak-
R pada  ba, . 
Bukti 
Diambil bilangan 0   sebarang. Karena  nf  
terintegral-R
* 
pada  ba,  maka terdapat fungsi 
 sehingga berlaku  
     
3
*
1

  
b
a
n
P
n fRuvf  
    
1
*
3
b
n n
P a
f v u R f

    
   
          
    
b b
n
a a
b
n
P P Pa
b
n n
P a
R f R f
R f f v u f v u f v u
f v u R f
  

 



      
  
 
  
 
          
    
b
n
P P Pa
b
n n
P a
R f f v u f v u f v u
f v u R f
  



      
  
  
 
nf
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Untuk setiap n dan untuk setiap  partisi-  pada  ba,
. Diambil  sebarang partisi- pada  ba, . Selanjutnya 
diperoleh 
 
Karena  nf  konvergen ke f pada  ba,  maka untuk 
setiap  terdapat bilangan asli  sehingga 
berlaku    
 ab
ffn


3

 . 
Untuk setiap . Diambil sebarang dua partisi-  
 pada  ba, , dengan 
 
dan 
.  
Karena banyaknya titik-titik  untuk  
pada  dan  untuk  pada 
berhingga maka banyaknya bilangan ,  mewakili 
 pada , yang bersesuaian dengan 
kekonvergenan barisan fungsi  nf  ke fungsi f pada 
 ba,  juga berhingga. Dipilih 
 
Selanjutnya diperoleh: 
 
Untuk setiap  dua partisi-  pada , 
berdasarkan kriteria Cauchy maka f terintegral-R pada 
.         ■ 
 
KESIMPULAN 
 
Dari hasil pembahasan dan uraian  pada bab-bab 
sebelumnya maka dapat diambil beberapa kesimpulan 
antara lain : 
1. Syarat cukup agar fungsi f terintegral-R pada  ,a b  
dan 
     lim n
n
b b
a a
R f R f

   
adalah  nf  konvergen seragam ke f pada  ,a b , jika 
diketahui fungsi nf  terintegral-R pada ,a b  untuk 
setiap n dan  nf  konvergen ke f pada  ,a b . 
2. Barisan fungsi  nf dikatakan terintegral serempak-R 
pada  ,a b , jika untuk setiap bilangan 0   terdapat 
bilangan 0   yang tak bergantung kepada n 
sehingga untuk setiap P partisi pada  ,a b  dengan 
P   berlaku: 
    
b
n n
Pa
R f f v u    
untuk setiap n. 
3. Syarat cukup agar f terintegral- R  pada  ,a b  dan 
   lim
b b
n
n
a a
R f R f

   adalah  nf  terintegral 
serempak-R pada  ,a b , jika diketahui nf  terintegral-
R pada  ,a b  untuk setiap n dan  nf  konvergen ke f 
pada  ,a b .. 
4. Syarat cukup agar fungsi f terintegral pada  ,a b  dan 
    
b
a
n
n
b
a
fRfR *
0
* lim  adalah  nf  konvergen 
seragam ke f pada  ,a b , jika diketahui fungsi nf  
terintegral-R
* 
pada  ,a b  untuk setiap n dan  nf  
konvergen ke f hampir dimana-mana pada  ,a b . 
5. Syarat cukup agar f terintegral-R* pada  ,a b  dan 
    
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* lim  adalah  nf  terintegral 
serempak-R
*
 pada  ,a b  jika diketahui nf  
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terintegral-R
* 
pada  ,a b  untuk setiap n dan  nf
konvergen ke f pada  ,a b .  
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